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Espagos Vetoriais Reais Os uclideanos e matriciais
ai

sticas comuns

Considere um conjunto nédo vazio V munido de duas operagdes binarias, soma (+) e
multiplicagdo por escalares reais (-) em que paracadax, y, z €V e «, 3 € R tem-se
Xx+yeV,x-xeVe

Q x+y=y+x (Comutativa),

Q x+(y+z)=(x+y)+z (Associativa),

@ ExisteOe€Vtalquex+0O=0+x=x,¥x €V (3 neutro),

@ Vx €V existe inverso aditivo, denotado —x, tal que x + (—x) = O,

Q «(B-x)=(ap)x,

Q 1.x=x,

Q (x+B)x=ax+p-xeou (x+y)=ou-x+a-y (propriedades distributivas).

A estrutura V, +, - é denominada espaco vetorial (reall) e denotada simplesmente V quando
ndo ha davida sobre quais as operagdes consideradas.

Cada elemento de V é chamado vetor.

INa operag&o de multiplicagao por escalar pode-se trabalhar com outros conjunto numéricos tdo bem comportados na soma
e multiplicagéo quanto R: os chamados corpos numéricos. Tal vez o mais usado, fora IR, seja o conjunto dos niimeros
complexos, C. Nesse caso, fala-se em espaco vetorial complexo e denota-se V (C), +, -. Em geral, se o corpo for denotado por
Ke-:KxV —V escreve-se V (K), +, - para expressar que V é um espaco vetorial sobre o corpo K.
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Espacos Vetoriais Reais Os espagos Euclideanos e matriciais

R" é um espago vetorial real; ou seja, R"(R),+, -, em que
X+Y = (X1 +Y1y--yXn+Yn) € 0-X=(0Xq,...,0Xp),

VX = (X1y---y%Xn)y Y = (Y1,---,¥n) €R",  a« € R, é um espagco vetorial.

De fato, as operagGes estédo bem definidas e verificam todas as propriedades desejadas da
soma, [3, Prop. 1.3] , e da multiplicag&@o por escalar real, [3, Prop. 1.6].

M(m,n) é um espaco vetorial real na soma e multiplicagdo (por nimeros reais) usuais.

Propriedades descritas na [3, Prop. 2.9].

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Espagos Vetoriais Reais

Exemplo 3

Seja X um subconjunto n&o vazio de R" e F (X, RR), o conjunto de todas as fungdes reais
definidas em X. Fixadas duas fungdes f,g € F (X,R) defina a fungdo somaf+g:X — R da
forma usual:

(f+g)(x) :=f(x)+g(x), Vx € X.

Analogamente, fixada a constante real c e a fungédo f : X — R defina a multiplicacéo de f pelo
escalar ¢ como sendo a fungéo cf : X — R com a regra

(cf)(x) :==c-f(x), Vx € X.

Ent&o, F (X,IR) é um espaco vetorial nas operagées aqui definidas.

De fato, dadas f,g,h: X — R e c,d € R tem-se, trivialmente,
o f+g=g+f, (f+g)+h=Ff+(g+h), c(df) = (cd)f, 1f =1, (c+d)f = cf +df,
c(f+g)=cf+cg,
@ o neutro é a fungdo constante e igual a zero

@ e o inverso aditivo de f é a fungdo (—1) - f que troca o sinal de f.
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Espagos Vetoriais Reais

O conjunto de propriedades da soma e da multiplicacéo por escalar num espaco vetorial
determinam algumas caracteristicas comuns a qualquer espago:

@ O elemento neutro é Unico em cada espaco vetorial.

De fato, se tivermos dois neutros O; e O, em V entdo, pela definicdo de neutro e
propriedade comutativa ter-se-ia

01 =0;,+0, =0,+0; =0,.

@ Vale a regra do cancelamento para a soma; ou seja, dados u,v,w no espago vetorial
V,+,- tem-se
WHU=W+V =— UuU=V.

Basta observar que, supondow +u =w +v,

u = u+O0=ut+w—w)=Uu+w)—w=w+u)—w=(w+v)—w
N——

w+v

= (v+w)—w=v+(w—-—w)=v+O=v.

@ O neutro de V, Oy, coincide com 0-v, qualquer que sejav € V:

v+0.v=(140)-v=1v=v=v+0Oy = 0-v=0y.
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Espagos Vetoriais Reais O deanos e matriciais
E: s ful i

Algumas caracteristicas comuns

@ xOy =0y, Va e K.

De fato, se w = Oy entédo

)N"FO(O\/ = &Oy + @Oy :O((OV +O\/) = &Oy :)/V+O\/ — Oy =Oy.

@ Sex#0ev #Oy entdo o-v # Oy.
Isto pode ser mostrado por contradigdo:

-1 ((XV) =Oy.
~—~—
Ov

v=1lv=(ax-a Hv=ax

@ O inverso aditivo de v coincide com (—1) -v:

V+(=1) v=1v+(—-1)-v=(1—1)v=0v =0y =V +(—Vv) = (=1)-v = —v.
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Subespagos vetoriais

Seja V (K), +, - um espaco vetorial.

Defini¢éo 1

Um subconjunto néo vazio F C V é dito subespaco vetorial de V (K), +, -, quando

au+pBv EF, Yu,veF e « peK.

Ou seja, F é subespagco vetorial de V quando as combinagdes lineares, au + 3v, de elementos
de F, obtidas com o uso das operagdes algébricas de V, ficam dentro do subconjunto F.

Proposition 1

Seja V (K),+, - um espaco vetorial e suponha que F C V, F = 0. Entdo, F é um subespaco
vetorial de V se, e somente se,

ut+verF, YuyveF e aueF, YueF, ack.

Dem. =: basta fazer « = 1 = 3 para mostrar que é fechado para a soma e, (3 = 0 para mostrar
que é fechado para a multiplicagéo por escalar.

Dem. <: aqu+PBv =G+, G = au e ¢ = Bv, que sdo elementos de F quando u, v € F pois F
é fechado para a multiplicacéo por escalar.
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais be

Os subespacos vetoriais de R

Exemplo 4

Os subespagos vetoriais de R sdo o proprio R e o conjunto {0}.

De fato, se F for subespago vetorial de R entdo F C R e F # 0; assim,

@ se F contém um elemento diferente de zero entdo também contém todos seus multiplos
reais (pois precisa ser fechado para a multiplicacéo por escalares reais); ou seja, contém
todo R e assim R C F C R concluindo que nesse caso F = R.

@ No caso excludente, F ndo contém nenhum elemento diferente de zero; ou seja, F = {0}.
Obviamente, neste caso x0+ 30 =0 € F e, consequentemente, {0} também é um
subespaco vetorial.

Observacéo 1

V e {Oy } sdo, sempre, subespacos vetoriais de V,+, -; ditos, triviais.
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais

Os subespacos vetoriais de R?

@ Os triviais: {(0,0)} e R?;
@ e as retas que contém (0,0).

De fato, se F é um subespago e contém v # (0,0) entdo também contém {t -v; t € R} que
corresponde a reta que passa por (0,0) com vetor diretor v.

Claro, se for o caso de F conter um outro vetor u ndo co-linear a v entédo F seria todo o plano
{tv +su; t,s € R} =R?,

Assim, o gréafico da fungdo y = x, x € R, é um subespaco vetorial de R? pois é uma reta
contendo a origem; porém, a simples translagédo y = x + 1, que continua representando uma
reta (paralela inclusive), deixa de ter seu gréafico atendendo as caracteristicas de um subespaco
vetorial pois se G ={(x,x + 1), x € R} entdo (0,1) € G enquanto 2-(0,1) = (0,2) ¢ G (Figura
1).

Observacéo 2

E necessario que o neutro de V esteja em F para que F possa ser subespaco vetorial de V
(vide a defini¢éo e faca o« = 0).
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais Subespacg bstratos
Mecanismos de construgao de sube

Figura: Gréfico de y = x e translagdes.
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais

Variedade Afim

Mesmo o gréafico G da retay = x + 1 ndo sendo um subespaco vetorial, ele é paralelo a um (no
caso, ao subespaco F ={(x,x); x € R}; diz-se, entdo que é uma variedade afim.

Definigdo 2

Seja®# G CV, V,+,- espaco vetorial. Diz-se que G é uma variedade afim se existe w € G tal
que F =G—w :={u—w; u € F} é um subespagco vetorial de V. Nesse caso, F é chamado de

subespaco paralelo de G (Figuras 1 e 2).

Obviamente, todo subespago vetorial € uma variedade afim; porém, nem toda variedade afim é
um subespago vetorial.
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais espagos abstratos

anismos de construgdo de subespagos

Figura: Plano z = 0 e translacdes afins
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais Sube stratos
de construco de subespacos

Observacéo 3

O fato do neutro pertencer ao conjunto F C V n&o torna F, automaticamente, um subespago.

Por exemplo, o gréfico de y =x2, H = {(x,x?); x € R}, Figura 3, contém (0,0) e n&o é um
subespagco vetorial de R? (nem uma variedade afim?).

u=(1,1),v=(0,0) €H, x=2€R; porém 2-(1,1)+(1—2)-(0,0)=(2,2) €H.

Figura: Grafico de y = x?

2pode ser provado que G C V (G # 0e V,+, - espaco vetorial) € uma variedade afim sse
x-u+(l—x)-veG, VxeR, u,veG.
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais ubespacos abstratos

smos de constr

Exemplo 5

O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é subespaco vetorial das matrizes quadradas de
ordem n. De fato, a soma de simétricas é simétrica e multiplicando por uma constante uma
matriz simétrica obtemos ainda uma simétrica.

Exemplo 6 (Classes de diferenciabilidade)

Seja €*(X) o conjunto das fungdes f € F (X,RR) que possuem derivada de ordem k,

£(K) . X — R, continua. No caso de k =0, %°(X) representa o conjunto das fungdes continuas
em X. Entéo, €°(X) é um subespago vetorial de F (X,R). De fato, °(X) C F(X,R),

€°(X) # 0 (por exemplo, a funcéo constante e igual a zero em X faz parte desse conjunto pois
é continua) e a soma de continuas é continua e o produto de uma fungédo continua por uma
constante também é uma fungéo continua. Analogamente, ¥1(X) é subespaco vetorial de
E*(X), k =0,1,....

Exemplo 7

O conjunto dos polindmios de coeficientes reais e grau menor ou igual a dois,

P<p ={p(x) =ax*+bx+c|a, b, c €R}

€ um subespago vetorial de F (R, R).
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Sul s Euclideanos
Subespagos vetoriais Sube S
Mecanismos de construgdo de subespagos

Intersecéo

Proposition 2

Seja V (K), +, - um espago vetorial. Se F; e F, sdo subespagos vetoriais de V entdo F; NF, é
subespaco vetorial de V (Figura 4).

Sejam F; e F, sdo subespagos vetoriais de V. Entdo
FlﬂFnglgV, Oy EFl, Oy €eF, = O\/GF]_QFZ#@

e supondo u, v € F1NF; e «, B € K definaw := o + Bv. Queremos provar que w € F; NFy;
ou seja, quew € Fp ew € Fy:

u e v sdo elementos de F1, e F1 € um subespaco vetorial de V e assim fechado pelas
combinagdes lineares dos seus elementos, entdow € F;.

Analogamente, como u e v também sédo elementos de Fp, w € F5.
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< s Euclideanos
Subespagos vetoriais nagos abstratos

Mecanismos de construgdo de subespagos

r=FNF

Figura: Subespago intersecéo.
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Subespagos vetoriais
Mecanismos de construgdo de subespagos

Proposition 3

Seja V (K), +, - um espaco vetorial. Se F; e F, sdo subespagos vetoriais de V entio
F1+F, ={v1+Vz; vi €F, i = 1,2} é subespaco vetorial de V (Figuras 5 e 6).

Suponha que F = F1 +F,. Entéo,

@ F CV pois cada elementov de F é daformav; +v, comvi €EF1 CVev, €Fp, CVeem
V a soma é fechada; ou seja, v1 +Vvs € V.

@ Além disso, F #@pOiSOV €F1,0y €EFe0y =0y +0y €F1+F2 =F.

@ Basta provar que F é fechado pelas combinacdes lineares dos seus elementos: sejam
U=ui;+uUzev=vy+Vvy U Vi €Fj, i=12 elementos de F e x e (3 escalares.

Entdo, ug, vi € F; €, consequentemente, wy = u; + vy € Fp; analogamente,
Uz, V2 € F, e, assim, w, = au, + vz € Fp.Logo,

w=au+Rv =aug+uz)+p(vi+vz) = (axug +PBvy) + (cuz + Bva) =wy +wp € Fp +F, =F.

O
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais Subespacos abstratos

Mecanismos de construgdo de subespagos

Figura: Subespacos F; e F,
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Subespagos Euclideanos
Subespagos vetoriais Subespacos abstratos

Mecanismos de construgdo de subespagos

Figura: Subespaco F; + F»
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Subespacos vetoriais Sube S
Mecanismos de construgdo de subespagos

Exemplo 8

Seja F1 ={(x,0) € R? x € R}e F, ={(0,y) € R?; y € R}. Entdo, F; e F, s&o subespagos
vetoriais de R? (as retas representativas dos eixos coordenados) e

FiNF ={(0,0)} e Fi+F,={(x,0)+(0,y); x,y € R}={(x,y); x,y € R} =R

Quando os subespacos vetoriais F; e F, do espago vetorial V, verificam F; N\F, ={Oy } e
F1+F> =V, diz-se que V € soma direta desses subespacos e escreve-se

V =F ®F,.
No Exemplo acima, 8,

R? ={(x,0) e R? x e R}®{(0,y) € R* y € R}.

Exemplo 9

Considere os planos 13 ={(x,y,0); x,y € R} e my ={(0,y,2); ¥,z € R} de R®. Entdo, 7; e 7
séo subespagos de R3 e 7r; + 71, = R3; porém, a soma nao direta visto que

1 N7t :{(0>Y)O); y € R} 76{(0»0)0)}-
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Subespagos vetoriais

Subespaco gerado via combinacdes lineares

Proposition 4

Seja V (K), +, - um espago vetorial. Se vq,Vy,...,V, € V entdo o conjunto
{3, xvi; g €K, i=1,...,n} é um subespaco vetorial de V.

Demo: Obviamente, Oy é um elementode E = {3 ", oqvi; % €K, i=1,...,n} e ECV.
Fixe entdo dois escalares a, b € K e dois elementos quaisquer de E, digamos vetores u e v.em
que

U=o0uVi+aVo+--+axVn € V=pR1v1i+PB2va+--+PnVvn, a, BiekK,i=1,...,n.

Entéo,
n

n n n
a-u+b-v :aerivi +bZ[3ivi :Z(aoq +bBi)vi :Zyivi €E.
i=1 i=1 S i=1

i=1
vieK
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Si Euclideanos
Subespagos vetoriais Subespz abstratos

Mecanismos de construgdo de subespagos

n
O conjunto Z aivi; o € Ky i=1,...,n » é chamado de subespaco vetorial gerado pelos
i=1
vetores vj, i = 1,...,n, e representado por

vet{vi,Va,...,Vn}
Ele é formado por todas as combinagdes lineares possiveis dos vetores vi,..., Vq.

Ele é o menor subespagco vetorial de V contendo todos os vetores vy, Va,...,V, (€
consequentemente, todas as retas geradas por esses vetores, e todos os planos, etc.):

vet{vi,va,...,va}= (| F;  F subespagodeV, C={vi,Vvz,...,Vn}
Foc

Se V =R3 entdo

o Vet{(0,0,0)} ={(0,0,0)};
o vet{v,} é a reta que passa pela origem com vetor diretor v; # (0,0,0);

@ se v; e Vv sdo ndo nulos e ndo estdo sobre a mesma reta entéo vet{vy,v,} é o plano
gerado pelas dire¢des v; e v, contendo a origem;

@ e se Vv, Vp e v3 ndo sdo co-planares entdo vet{vy,v,,v3} = RS
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Subespagos vetoriais

Mecanismos de construgdo de subespagos

No Exemplo 8 tem-se

F1 ={(x,0) € R% x € R} ={x-(1,0) € R?; x € R} = Vet{(1,0)} (eixo x)

F2={(0,y) eR% y e R} ={y-(0,1) e R% y e R} =Vet{(0,1)}  (eixoy)
R? = Vet{(1,0), (0,1)}.

No Exemplo 9 tem-se

plano z=0: ™ = {(X)yyo); X,y ER}:{(X,0,0)+(0,y,O); X,y € R}
{x(1,0,0)+y(0,1,0); x € R} = Vet{(1,0,0), (0,1,0)}.

Analogamente,

plano x=0: T = {(O,y,z) € R?’; y,Z € R}:{(O)Y)O)+(0»Oyz); ¥,Z €R}
= {y(oyl)o) +Z(0»Oyl); Y,z € R}:VEt{(O)lvo]) (0,0,1)}.

Enquanto que
R® = vet{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.
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Subespagos vetoriais

Exemplo 10

SejaV =M(2,2),A= {

Vet{A, B, C} = {a-A+b-B+c-C, ab,ceR}

1 0 0 1 0 0
{a{o 0}+b{1 O}-ﬁ-c{o l},a,b,ceR}

{{ E lc) }’ a,b,c ER} =Syx2 (simétricas).

SejamV =%°(R), f, g: R — R; f(x) =1 e g(x) = x, Vx € R. Determine Vet{f, g}.

Seguindo a definigao,
Vet{f, g} ={oq - f+ a2 -g; ot1,00 ER}em que h(x) = g -f(x)+ 02 -g(x) = o1 +otpx, Vx €R.
~—
h
= Vet{f, g}={h:R > R; h(x) =01 +ax,¥x € R, ag,00 € R} = P<;1 (afins).
O
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O caso de m vet dimenséo diferente n>m
Um exemp

Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em e

Os vetores vy, Va,...,V, do espago vetorial (V (K), +, -) séo ditos linearmente independentes
(ou LI) quando a Gnica combinag&o linear Zi“:l «vi; o € R, i =1,...,n, que coincide com o
vetor nulo € a trivial, ou seja, a que possui todos os escalares &; =0, i =1,...,n.

Quando um sistema de vetores néo for linearmente independente dize-se que sdo linearmente
dependentes (ou LD).

Observacéo 4

Um Unico vetor v; € V é LI se e somente se for ndo nulo.

De fato, se o;v; = Oy com oy # 0 entdo vy = (xl—lo\, = Oy ; ou seja, v1 € LD se, e somente
se, v1 = Oy.

Observacéo 5

Dois vetores do plano R? s&o linearmente dependentes se estdo sobre a mesma reta, ou seja,
um é multiplo escalar do outro (co-lineares).

Digamos que oV + opvp = O, com oy # 0. Entdo,

—o —
vi= —2v,=t-vp, com t=_—2¢ckK.
o1 458
Por outro lado, se v; =tv, entdo 1-v; + (—t) - v, = O é uma combinag&o linear ndo trivial que
gera o neutro.
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O caso de m vet dimenséo diferente n>m
Um exemplo em e:
Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em e

Observacéo 6

Trés vetores de R® séo linearmente dependentes se e somente se pertencem a um mesmo
plano (co-planares), ou seja, um deles é combinagéo linear dos outros dois.

Digamos que x1Vi + &pVz + agvs = O, com oy # 0. Entdo,
— — X2

—03 x3
Vi=——Vo+—v3=t-vp+svzg, com t=——,s=——€cK.
o1 X1 X1 X1

Por outro lado, se vi =tv, +svz entdo 1-vy + (—t) - v + (—s)vz = O € uma combinagao linear
ndo trivial que gera o neutro.

Teorema 1

O sistema de vetores vi,Vz,...,V, do espaco vetorial V é linearmente dependente se, e
somente se, um deles for combinagdo dos restantes, i.e.,

Jjef{d,...,n}; vjeVet{vy,...,Vi_1,Vj11,...,Vn}

Demostracgdo: basta generalizar o argumento acima
—X1 —Xj—1 —Xj+1 —n
Vi = 7V1+~'~+7JV171+71VJ'+1+~~+7Vn~
& i & &
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diferente n>m

Um exemy
Independéncia/dependéncia linear Um exemplo

(1,—1) e (2,—2) s&o linearmente dependentes. De fato, (2,—2) =2-(1,—1).

(1,0) e (0,1) s&o linearmente independentes: (1,0) #t(0,1), Vt € R.

Exemplo 14

Determine se os vetores a seguir sdo ou ndo LI: (1,1,0), (0,1,1), (2,0,—2).

Solucdo 1 (via posto) Seja A a matriz que possui ditos vetores por linhas. Entéo,

11 0
Det(A)=| 0 1 1 |=-24+2+0-0—-0-0=0;
2 0 -2

logo, o posto de A ndo é maximo, ou seja, uma linha de A decorre das outras via soma e/ou
multiplicacéo por escalar (que séo as operagdes elementares do processo de eliminagéo de
Gauss usado para calcular o posto da matriz); isto €, uma linha de A é combinag&o linear das
restantes. Desse modo, os vetores séo LD.
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Ocasodem r diferente n>m
Um exemplc
Independéncia/dependéncia linear Um exemplo

Solucdo via definicao

Sobre a dependéncia/independéncia linear de (1,1,0), (0,1,1), (2,0,—2):
Considere a equacgéo vetorial

X(lylvo) +Y(0»1)l) +Z(210»_2) = (0»070) = (X,X,O) + (O»yvy) + (22303_22) = (O)O)O)

X+2z=0
& (x+2z,x+y,y—2z) =(0,0,0) & < x+y =0 Ex=-2z,y=2z,z€R.
y—2z=0

Em particular, x = —2,y = 2, z = 1 é uma escolha ndo trivial para a combinagéo linear que gera
o neutro de R® concluindo que os vetores s&o LD.

Vale observar, na solugdo acima, que o sistema

X+2z=0 1 0 2 1 0 2 X 0
x+y=0 x| 1 | +y| 1 [+z 0 =1 1 0 y |=1]0
y722:0 0 1 —2 0 1 —2 V4 0

é um sistema de equacdes lineares homogéneo em que a matriz de coeficientes é a transposta
da matriz A da primeira solucéo, ou seja, do mesmo posto.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



O caso de m vetores de dimensao diferente n>m
Um exemplo em espag C

Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em ¢

Dados V1,Va,...,Vn € R" pode-se montar a matriz Ay xn que possui ditos vetores por linhas e,
mesmo que ndo seja quadrada, calculando o posto podemos determinar se os vetores séo LI
(posto =m ) ou LD ( posto < m).

Questdo 1 (Tomado da Anpec 2005 Q2-(3))

Os vetores vi = (1,—2,1,1), v = (2,1,0,1) e v3 = (1,0, 1,0) sdo linearmente dependentes?

Sé&o L.I. pois o posto da matriz associada (com ditos vetores nas sua linhas) é 3:

1 -2 1 1 -2 1 1 5 1
2 1 0 1|=] 1 0 1 1(—1)312 11 ‘:71(7271);&0
1 0 1 0 0 1 0
Ou também
1 -2 1 1 1 -2 1 1 1 -2 1 1
2 10 1|—-|l0 5 —2 —-1|—-]|0 5 =2 -1
1 0 1 0 0 2 0 -1 0 0 4/5 —3/5
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Independéncia/dependéncia linear

. 1 0 0 1 0
SeJaV_M(Z,Z),A_{O 0},8_{1 O}ec_{

vetores, no caso matrizes, {A, B, C} € Ll ou LD.

Sejam a, b, c constantes reais (escalares) tais que

a-A+b-B+c-C=0,

ou seja,

[
—
o
o o
—
+
o
= O
o
[E—
+
(¢}
—
o o
= O
[E—
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O caso de m vet de dimenséo diferente n>m
Um exemplo em espagos matriciais
Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em espacos funcionais

Exemplo 16

SejaV = %L(R), y1(x) =e™* e y,(x) = e?2X com Ay e A, constantes reais fixadas. Determine
se os vetores y; € Yo, no caso funcdes, sdo ou ndo linearmente independentes.

Precisamos estudar a equagdo ay; + By, = Oy, com « e 3 escalares reais a determinar:

ay1(x)+By2(x) =0, Vx € R& ae?M* 4 pe* =0, YxeR

x+fB =0, x=0

=S a=—Pp A ae™ = e
oeM +pet2 =0, x =1 B

@ ou A; = Ay, caso em que « pode ser escolhido (livremente) diferente de zero: L.D.

@ OUA # Ay, casoemque x=0e 3 =0: L.l
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diferente n>m
Um exemplo em e: s
Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em espacos funcionais

Aplicacao: Wronskiano

Note que
ay1(x)+PBy2(x) =0, xeR= ay/(x)+By;(x) =0, VxR
pois y; ey, séo fungbes derivaveis.

Assim, para qualquer x € R fixado, « e 3 séo as solucdes do sistema de equacgdes lineares
homogéneo

yi(x)o+y2(x)p =0 o { yi(x)  ya2(x) } { o }_{ 0 }
y{(x)a+y;(x)B =0 yix) y;0 JL B0

que é determinado ((nica solugdo & = 0 = f3 - independéncia linear) sse o determinante da
matriz de coeficientes for diferente de zero.

{ yi(x)  ya2(x)
yi(x)  ys(x)
determinante, como Wronskiano (consulte, por exemplo, [1]):

] é conhecida como matriz de Wronski associada as funcdes y; e y»; e, seu

Wiyl =| 400 0 [ -y valx)
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diferente n>m

Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em espacos funcionais

Voltando ao exemplo anterior:

yix)=eM* e y(x)=eM* = y/(x)=AeM* e yi(x) =AM,
A1x Ao2X
_ € € _ A A A1X oA
W(yn,y2)(x) = MeMx Aehx | =e XQ,eM2X ) eMiXehex
= (Ag—Ap)etrete
=
W(yLy2)(x) = 0 & A=A (y1 € y, séold)

W(yny2)(x) # 0 & M#A  (y1 € y» sdoli)

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA o
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Um exempls

Independéncia/dependéncia linear Um exemplo em espacos funcionais
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